
觀測量及其分析

回顧一些統計學上的概念



概述

資料集可利用圖形或數值方式來表達與
分析

如民調可用數值也可用圖形來表示

又如股票的指數分析可用數值或圖形來進
行



樣本vs.母數

母數

是特定量的所有可能的觀測量

是一個無限大的量

樣本

是由母數中選出的子集合

測量中的距離、角度或高程量測，實際上
是由其母數中所取得的樣本



範圍與中值
22.7 25.4 24.0 20.5 22.5

22.3 24.2 24.8 23.5 22.9

25.5 24.7 23.2 22.0 23.8

23.8 24.4 23.7 24.1 22.6

22.9 23.4 25.9 23.1 21.8

22.2 23.3 24.6 24.1 23.2

21.9 24.3 23.8 23.1 25.2

26.1 21.2 23.0 25.9 22.8

22.6 25.3 25.0 22.8 23.6

21.7 23.9 22.3 25.3 20.1

表2.1 五十個方向讀數

範圍(range)又稱為分散度
(dispersion)，是指樣本散佈
的區域，即樣本最大值與最
小值所涵蓋的區域
如表2-1中，範圍=26.1-
20.1=6.0

中值(median)是樣本按大小
順序排列後，中間那個樣本
的值

若樣本總數為偶數，則取
在中間的兩個樣本的平均
值為中值

如表2-2中，中值為23.4與
23.5的平均值23.45

20.1 22.5 23.1 23.8 24.8

20.5 22.6 23.2 23.9 25.0

21.2 22.6 23.2 24.0 25.2

21.7 22.7 23.3 24.1 25.3

21.8 22.8 23.4 24.1 25.3

21.9 22.8 23.5 24.2 25.4

22.0 22.9 23.6 24.3 25.5

22.2 22.9 23.7 24.4 25.9

22.3 23.0 23.8 24.6 25.9

22.3 23.1 23.8 24.7 26.1

表2.2 排序後資料



圖2.1 直 方 圖
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類區間

分類

頻率

分類相

對頻率

20.10～20.96 2 2/50 = 0.04
20.96～21.82 3 3/50 = 0.06
21.85～22.67 8 8/50 = 0.16
22.67～23.53 13 13/50 = 0.26
23.53～24.38 11 11/50 = 0.22
24.38～25.24 6 6/50 = 0.12
25.24～26.10 7 7/50 = 0.14

Σ= 50 50/50 = 1

表2.3 頻率的計算

資料的圖形表達

直方圖(histogram)是表達資料頻率分佈(出
現頻率)的條塊圖
直方圖的建立

按照資料範圍，將資料分類(divided into 
classes)，即資料的子區域(subregions)

假設分為7類，如表2.3的(1)所示
統計每一類中的資料數量，即出現頻率

如表2.3的(2)所示
在直角坐標中，以橫軸代表分類，並按分
類數量給定區間大小；縱軸代表出現頻
率，並按最大頻率的值給定頻率分布的間
隔
按所統計的資料即可繪出直方圖

如圖2.1所示
注意：表2.3中的(3)相對頻率的總和永遠
為1



資料的圖形表達

直方圖的功能
資料是否與中間值對稱
了解觀測值的範圍或分散度
了解觀測值的發生頻率
了解直方圖的陡峭度，即觀測量的精密度

直方圖的形狀
測量觀測量不希望出現

儀器可能移動或
溫度變化太大

EDM測量期間穩定氣象
前緣出現或GPS的多路徑
效應



描述資料的數值方法

由資料集計算得到的數值描述子的值，
常用來判讀資料的精密度或品質，此描
述子有三類(均稱為統計)
趨中度(central tendency)指標
資料變化指標

相對位置指標

所謂統計是一種由樣本資料計算而得的
數值描述子



趨中度指標

是一種計算統計量
是在資料集中趨向中央的一個數值表示
算術平均值、中值、眾數與中數是四種這樣的指標

算術平均值為所有樣本(觀測量)加總的平均值
如表2.2中之算術平均值為23.5

中值為樣本依序排列，位於中央的樣本值，若樣本為偶數，則
區中央兩個樣本的平均值
表2.2中之中值為23.45

眾數為在樣本中出現頻率最多的樣本值
在測量中較少使用，因測量的樣本數不多
表2.2中之眾數為23.8

中數為樣本中最大與最小樣本的平均值
表2.2中之中數為23.1
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其他定義

真值µ：為理論上的正確值(即母數平均值)，無法得知
(真)誤差ε：任一觀測量與其真值的差，因真值無法得知，故(真)
誤差也無法獲得
最或是值：在各觀測中該觀測值出現的機率最高
殘差v：任一觀測量與其最或是值的差
自由度：超過求解未知數所需之觀測數量
即多餘觀測之數量
如量測兩點間距離三次，因觀測一次即可決定未知距離，所以其
餘兩次即為多餘觀測
多餘觀測可看出觀測值彼此之間的差異與不一致性
重要的是有多於觀測才能進行平差工作，也才能獲得最或是值



其他定義

變異數(或變方)：為已知資料集中的精密度，或資料集中各個資
料互相接近的程度，在統計學上有兩種變異數
母數變異數：為誤差平方的平均值，更精確的說法為，誤差平方
和除以其自由度
樣本變異數：為殘差平方和除以其自由度

資料集中所有誤差之平均值不用來做為精密度之指標，因為偶
然誤差有可能為正，也可能為負，且正負出現的機率相等，因
此平均值必為0。
同理，殘差之平均值亦為0。
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其他定義

n/
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i
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2εσ標準誤差：母數變異數的平方根
無法求得

標準偏差(簡稱標準差)：樣本變異數的
平方根
測量中以此為衡量精度的指標

平均值之標準偏差：因為所有觀測值
都含有誤差，因此，由觀測量的樣本
集所計算之平均值也含有誤差
當n→∞，平均值之標準偏差→0。此意謂
當樣本集合趨近於整個母數時，計算之平
均值 亦趨近於真平均值µ
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數例
例 2.1 由表2.2的資料，利用式(2.7)與(2.10)，求樣本平
均值、中值、眾數與標準偏差，並繪出直方圖(注意表
2.2的資料為50個量測方向之秒位數)。
解 平均值：利用式(2.1)與表2.4的Σyi值，可得
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No. y v v 2 No. y v v 2 No. y v v 2 No. y v v 2

1 20.1 3.4 11.56 14 22.7 0.8 0.64 27 23.6 -0.1 0.01 40 24.7 -1.2 1.44
2 20.5 3.0 9.00 15 22.8 0.7 0.49 28 23.7 -0.2 0.04 41 24.8 -1.3 1.69
3 21.2 2.3 5.29 16 22.8 0.7 0.49 29 23.8 -0.3 0.09 42 25.0 -1.5 2.25
4 21.7 1.8 3.24 17 22.9 0.6 0.36 30 23.8 -0.3 0.09 43 25.2 -1.7 2.89
5 21.8 1.7 2.89 18 22.9 0.6 0.36 31 23.8 -0.3 0.09 44 25.3 -1.8 3.24
6 21.9 1.6 2.56 19 23.0 0.5 0.25 32 23.9 -0.4 0.16 45 25.3 -1.8 3.24
7 22.0 1.5 2.25 20 23.1 0.4 0.16 33 24.0 -0.5 0.25 46 25.4 -1.9 3.61
8 22.2 1.3 1.69 21 23.1 0.4 0.16 34 24.1 -0.6 0.36 47 25.5 -2.0 4.00
9 22.3 1.2 1.44 22 23.2 0.3 0.09 35 24.1 -0.6 0.36 48 25.9 -2.4 5.76
10 22.3 1.2 1.44 23 23.2 0.3 0.09 36 24.2 -0.7 0.49 49 25.9 -2.4 5.76
11 22.5 1.0 1.00 24 23.3 0.2 0.04 37 24.3 -0.8 0.64 50 26.1 -2.6 6.76
12 22.6 0.9 0.81 25 23.4 0.1 0.01 38 24.4 -0.9 0.81
13 22.6 0.9 0.81 26 23.5 0.0 0.00 39 24.6 -1.1 1.21 Σ= 1175.0 0.0 92.36

表2.4 例2.1之排序後資料



中值：表列共有偶數個觀測量，資料的中點位於第25與
第26個之間，即23.4與23.5，故取平均為23.45。
眾數：表列出現最多者為23.8，樣本內共出現三次。
範圍、類寬、直方圖：見第2.4節(圖解展示資料)，直方
圖則如圖2.1所示。
標準偏差：表2.4中之v與v2分別為各量測值之殘差[利用
式(2.3)計算]及其平方，利用式(2.7)與表2.4中之 Σv2= 
92.36，可得：

若求表2.4中各y值之平方，
再求其總和，得：

另利用式(2.10)，

故得：
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在表2.4中，與平均值相距一個標準偏差，即位於(23.5-
1.37)與(23.5+1.37)，或位於22.13與24.87之間的量測共
有34個，佔樣本中所有量測個數之34/50×100％，或68
％，符合前所提之理論。由表2.4也可看出：所有殘差
之代數和為零。
圖2.1之直方圖繪出各類別值對應之相對頻率，由圖可
見：數值群組趨近中央點，是相當精密的一組資料集。

例 2.2 下列資料為50個方向量測之秒位數，求其平均
值、中值、眾數，並利用式(2.10)求其標準偏差，並繪
出直方圖。再與例2.1的資料比較。

34.2 33.6 35.2 30.1 38.4 34.0 30.2 34.1 37.7 36.4
37.9 33.0 33.5 35.9 35.9 32.4 39.3 32.2 32.8 36.3
35.3 32.6 34.1 35.6 33.7 39.2 35.1 33.4 34.9 32.6
36.7 34.8 36.4 33.7 36.1 34.8 36.7 30.0 35.3 34.4
33.7 34.1 37.8 38.7 33.6 32.6 34.7 34.7 36.8 31.8



解表2.5已將前列資料排序，並計算各量測值之平方；
平均值：利用式(2.1)，求得
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中值：資料的中點位於第25與第26個之間，這兩個值均
為34.7，故中值為34.7。

眾數：表列出現出現最多(三次)有三個不同數值，眾數
即32.6、33.7、34.1。

No. y y 2 No. y y 2 No. y y 2 No. y y 2 No. y y 2

1 30.0 900.00 12 33.4 1115.56 23 34.2 1169.64 34 35.6 1267.36 45 37.8 1428.84
2 30.1 906.01 13 33.5 1122.25 24 34.4 1183.36 35 35.9 1288.81 46 37.9 1436.41
3 30.2 912.04 14 33.6 1128.96 25 34.7 1204.09 36 35.9 1288.81 47 38.4 1474.56
4 31.8 1011.24 15 33.6 1128.96 26 34.7 1204.09 37 36.1 1303.21 48 38.7 1497.69
5 32.2 1036.84 16 33.7 1135.69 27 34.8 1211.04 38 36.3 1317.69 49 39.2 1536.64
6 32.4 1049.76 17 33.7 1135.69 28 34.8 1211.04 39 36.4 1324.96 50 39.3 1544.49
7 32.6 1062.76 18 33.7 1135.69 29 34.9 1218.01 40 36.4 1324.96
8 32.6 1062.76 19 34.0 1156.00 30 35.1 1232.01 41 36.7 1346.89
9 32.6 1062.76 20 34.1 1162.81 31 35.2 1239.04 42 36.7 1346.89
10 32.8 1075.84 21 34.1 1162.81 32 35.3 1246.09 43 36.8 1354.24
11 33.0 1089.00 22 34.1 1162.81 33 35.3 1246.09 44 37.7 1421.29 Σ= 1737.0 60584.48

表2.5 例2.2之排序後資料



分類

分類

頻率

分類相

對頻率

29.15～30.01 1 0.02
30.01～30.87 2 0.04
30.87～31.73 0 0.00
31.73～32.59 3 0.06
32.59～33.45 6 0.12
33.45～34.31 11 0.22
34.31～35.17 7 0.14
35.17～36.03 6 0.12
36.03～36.89 7 0.14
36.89～37.75 1 0.02
37.75～38.61 3 0.06
38.61～39.47 3 0.06

Σ= 50 Σ = 1.00

表2.6 例2.2之頻率表

類寬：為與上例比較，類寬採用與表
2.2相同之0.86，又因預期直方圖中
央會趨近資料之平均值，故最中間
之區間為平均值加減類寬之一半
(0.43)，故中央區間為自34.31(= 
34.74-0.43)至35.17(=34.74+0.43)，
其他之分類區間則由中央區間之邊
界向兩側減或加類寬，直到所有資
料都在區間之邊界內，譬如中央區
間之左側區間為33.45(=34.31-0.86)
至34.31，中央區間之右側區間則
為35.17至36.03(=35.17+0.86)，其
餘分類區間仿此類推；分類頻率表
如表2.6所列，而直方圖2.3也因此
繪得。



變方：根據式(2.10)，利用表2.5中所有量測平方的和，
求得樣本之變方為：

樣本標準偏差：
落於平均值±S之邊界內(即37.74±2.22)的量測有30
個，也就是全部量測之60%。接近68.3 %之理論值，
平均值及其加減一個標準差之邊界如圖2.3中之虛線
所示。

比較：例2.2之標準差(±2.22)大於例2.1之標準差
(±1.37)，例2.2之資料範圍(9.3)亦較例2.1者(6.0)為
大，因此，例2.2之精度較例2.1之精度差；比較兩例
之直方圖，亦可見其差異，圖2.1中央之寬度較圖2.3
者窄又高。
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樣本變方的推導
如前所提，求母數之變方時，分母為n，求樣本之變方
時，分母則為n-1；所以有此不同，簡言之，n個觀測
量，其中一個需用來計算平均值 ，剩下n-1個觀測量
是用來計算變方。推導式(2.5)如下，可瞭解這些。
假設母數之平均值為µ，標準誤差為σ，從中選出n個樣
本，yi為其中一個觀測量，則：

 y

εµµ +−=−+−=− )yy()yyy(y iii () 

其中， 為樣本平均值之誤差，平方上式兩邊：µε −= y
)yy(yy()y( iii −++−=− εεµ 2) 222

從1至n，加總樣本內所有觀測量：
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重複計算眾多樣本，上式左邊之平均值趨向nσ2；類似
的，因為ε為樣本平均與母數平均之間的差異，故

22 )y(nn −= µε 之平均值趨向n乘上 之變方。因此， y
nε2→n(σ2/n)，式中，σ2/n為n→∞時， 之變方。由上
討論，可得：
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換言之，對個數很大之隨機樣本而言，上式之平均值
趨向σ2；也就是：S2是母數變方之無偏差估值。
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